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ABSTRACT 
Die vorliegende Arbeit gibt ein Kriterium daftir, wann eine Folge von Polynomen eine Ortho- 
normalbasis des Raumes der stetigen Funktionen auf dem Einheitskreis eines lokalen Korpers 
bildet . 
Anders als bei Amice [l] und Mahler [3] ergibt sich dieses Kriterium durch die Untersuchung der 
polynomialen Nullabbildungen des Restklassenringes O/p”, n E IN, die im ersten Teil durchgefiihrt 
wird. Im zweiten Abschnitt wird dann eine Abschiitzung der Abweichung von Gaul3- und 
Supremumsnorm bewiesen, mit deren Hilfe die Charakterisierung der polynomialen Orthonormal- 
basen moglich wird. 
Diese Arbeit ist Teil einer an der Ruhr-Universitat Bochum entstandenen Dissertation. 
1. POLYNOMIALE ABBILDUNGEN DES RINGES O/p” IN SICH 
Sei K ein lokalkompakter, nichtarchimedisch bewerteter K&per, 1 a I: K+ IR 
die Bewertung, 0 : = {x~ K 11x15 l} der Ring der fur die Bewertung von K 
ganzen Elemente, p : = {x~ 01IxI < l} das eindeutig bestimmte maximale Ideal 
in 0, R: = O/p G IF,, q =p*, f E tN, p Prim der Restklassenkorper. Fur n E N 
bezeichne R,: = O/p” und 1, : = {f(X) E R, [Xl 1 f(x) = 0 fur alle x E R, > . 
Sei 
i+ 1 
qi: = q-1. 
q-1 
Dann besitzt jede naturliche Zahl n E N eine eindeutige Entwicklung 
’ = Ci20 niqi mit Osni<q fur alle i?O und es gilt: niO=q fur ein ierO* 
37 
*n&)-1- - .-a = no = 0. Fiir n = Ci20 niqi werde mit m(n) : = CiZO niqimbezeicbnet. 
Durch Rechnung bestatigt man, da13 
q*(m- l)-s(m- 1) <nl q-m-s(m) 
q-1 q-1 
gilt, wobei m = m(n) und s(m) die Quersumme der p-adischen Darstellung von 
m sei. Sei 6: = noeR, a% ein Divisor mit ruE h, r,>O, sei 
supp 6: = {at5R,(r,#O) 
der Trager von 6, grad 6: = C r,. Mit h&Y)= aosR, (X-a)ruER,[X] werde 
das zu 6 gehorende Polynom bezeichnet. Da Verwechslungen ausgeschlossen 
sind, werde die Reduktion mod p” einer Uniformisierenden 71 E K wieder mit z 
bezeichnet . 
SATZ 1. Sei 6 ein Divisor mit hs E I,,. Dann ist grad 6 minimal Y 
grad 6 = ma q, wobei m = m(n). 
BEWEIS. Sei 9( IF,) : = (ao, . . . , a4- r } ein Reprasentantensystem von IF,. Dann 
liiljt sich aE R, darstellen als a= Cr:t avini, aviE %‘(F,). Angenommen es ist 
grad 6cm.q. 
Dann gibt es ein avo E 9?([F,) so, daD mit A, : = {a E supp 6 la =a, mod n}, 
d&o: = .,IT a% gilt: 
“0 
grad 4+=klm-- 1. 
Sei ‘nun schon gezeigt: 
Es existiert ein avj so, da13 mit 
A,: =(aEA,,_,laEa,,+...+a,jKj mod &+l}, 
6 Aj := JJ a.‘g gilt: 
v, 
grad 6~“~’ [ 1 -$ ([ .] Gaugklammer). 
Dann existiert ein avj+, so, dab mit 
A,+,: ={aEAilaEa,B+...+a3+~~~+’ mod nif2}, 
6Avj+, : = Jv. a’0 gilt: 
v/+1 
k 
grad dAv,+, 5 - [ 1 4 j+l * 
Andernfalls gilt nlmlich: 
A,= U {aEA,jla~aa,o+,..+a,j+17ci” mod nj+‘} 
%,+lE-@wq) 
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disjunkt und somit 
grad aAv, 1 4 .([--$]+l)+$]+l. 
Sei qjksk<q A+ ’ Dann existiert ein aVjb+, E 92(ff,) so, dalj mit . 
A v,k+,: ={a~A”~~la~a,~+...+a~~,+,~j~+’ mod 7rjk+‘} 
und 
6 Avik+, : = fl a’~ gilt: 
OEA Vix+l 
grad aAvje+, =0, da andernfalls 
k i 1 j, 4 2 grad &lvj, 2 4, 
also kz qjk+ ’ gelten w&de. 
Sei nun aczR, mit a~a,o+...+a,,l+,rrjk” mod r&+2. 
Dann gilt ha(a) = 0 mod nn, wobei 
also hs $ I,, . Damit gilt grad 6 1 me q. Das folgende Lemma 1 zeigt die 
Existenz eines 6s mit ha, E I, und grad 6c = rn. q und vervollstandigt den 
Reweis von Satz 1. 
Sei i E Z, 0 5 is q” - 1, sei .92(lF,) : = (0 = a,, al, . . . , aq-, } ein Reprasentanten- 
system von [F, . 9& : = {x0, . . . , xqn _ r } sei das folgende Reprasentantensystem 
von R,: 
Fur i= C:ii i,q” (q-adische Entwicklung) sei xi: = c::i ai,r”. 
LEMMA 1. (i) Xi-Xi = rra~eU, eij E R, Einheit u i-j = qaGdu, 
g-g-T. (dij, q) = 1. 
(ii) 
kq-1 
PO (x-%)=0 mod r~~~-@)‘~-’ fur alle XER,, 1 rksm 
und 
kq-I 
iFo @j-x;)*0 mod r~~+(@-‘(~)‘~-r) fur alle Xj mit qkrj<q(k+ 1). 
BEWEIS. (i) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von 9&. 
(ii) Sei qjkl k-c qjk+ ‘. Dann gilt fur alle XE R, 
#{i[O<i<qk-l,xcxi mod n’}? [ 1 -& , I=1 ,..., jk+l. 4 
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Wegen 
trk - s(k) 
q-1 
ergibt das: 
kq-1 
JIo (x-xi)Eo mod #r-S(k)‘q-’ fur alle XER,. 
Sei nunj=kq+r, Osrlq- 1. Dann gilt: 
#{ilOsisqk- 1, i=j mod q’} = 
k I 1 1-1 , I=l,...,j,+l 4 
also mit (i) 
kg-1 
n (xj-xi)#() mod ~I+(qk-@)/q-1). 
i=O 
Wenn man 
mq-1 
s,= n xj 
i=O 
setzt, so ergibt sich mit 
mq-Mo >n 
q-l - 
und Lemma 1 die Existenz eines SO mit ha,, E I,, vom grad SO = mm q. 
KOROLLAR. Sei 6 ein Divisor mit grad 6 = k. q, kr 1. Dann gilt: 
n- &-s(k) k<m 
7Ta.haEIn*al q-1 
0 kzm. 
BEWEIS. Der Fall k 1 m ist wegen Satz 1 klar. Sei also k < m. 
Dann iiberlegt man sich wie im Beweis zu Satz 1 die Existenz eines a E R, mi 
ha(a)=0 mod rcB mit 
pl #--s(k) 
q-l * 
Wegen rra. hs E I,, folgt 
aln-bhn- qk-s(k)v 
q-1 
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Die Existenz eines 6 mit rca. hs E 1, und 
a=n- qk-Nk) 
q-1 
sichert Lemma 1. 
LEMMA 2. Sei xi, i = 0, . . . . q” - 1 wie in Lemma 1. Sei 
kg-l 
Sei 
h&Y): = n (X-Xj)ER,[X], k=l,..., m. 
i=O 
b,JX): =.n-(qk-s(k)‘q-‘)hk(X), k= l,...,m- 1 
b,(X) : = h,(X). 
Dann bildet {b,lk= 1, . . . . m} c I, eine minimale Idealbasis von I,. 
BEWEIS. Wegen Lemma 1 gilt bkeIn fur k=l,...,m. 
Sei f(X) E I, *f(O) = 0 *f(X) = (X--x0). r;(X) mit 1 + grad r; = grad f. 
da x1 Einheit in R,. 
*f(X) = (A’- x0). (X-x,). r;‘(X) mit 2 + grad r; = grad f. 
Nach q Wiederholungen erhtilt man: 
f(X) = hr (X) . rr (X) mit q + grad rr = grad f. 
DafEm gilt wegen Lemma 1: rr(Xj)EO mod n”-’ fur allej=q,...,2q-1. 
* Es existiert ein F#) E R,[X] mit rr =k2/hl .Fz mod rr”- ’ mit 
q+grad (r2 mod rc”-‘) -grad (rr mod z”- I). 
Es existieren also fr(X), r&Y) E R,[X], grad r2=grad (i;;? mod n”-‘), 
r2=F2 mod it”-’ mit rl=h2/h,~rz+n”-r ..fr *f=h2.r2+ b,.f,, grad r21 
I grad f - 2q. 
Sei nun schon bewiesen, da13 fur alle vsl- 1, Ism ein r,(X) E R,[X] und 
fi (X), . . . , f, _ r(X) E R, [X] existieren mit 
v-1 
f=h,.r,+ C b .f . fl=, p p 
Dann gilt 
und daher mit Lemma 1: 
rrel(xi)=O mod rc’ fur j=(l- l).q, . . ..lq- 1 
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mit 
A=n- qU--l)-4l-l) 
q-l * 
Es existiert nun wieder ein ii,(X) E R,[X] mit 
q+ grad (3 mod n”)=grad (rl-1 mod n”) 
und 
4 _ r[-,= -.r, mod rcA. 
h-1 
* es existieren r,(X), f,-r(X) E R,[X] mit grad r,=grad (rr mod rr’), 
rl=Tl mod rrL und 
4 
rImI= -.r,+nL.fi-l. 
4- 1 
I- I 
*f=h,.r,+ p;obp.fp, grad r/lgrad f-lq. 
1. FALL. grad f=kq+r, Osr<q, k<m. 
Darin existiert ein 1, derart, da13 grad rI, < q aber rro # 0. 
* (Lemma 1) r, (xj)=O mod JP-(~‘o-~(‘O)‘~-~) ftirj=leq, . ...&+ l)q- 1. 
Da {+lj= loqo , . . . , (lo + 1)q - 1 } ein vollstandiges Reprbentantensystem von 
[F Q durchlluft, mu13 rlo = R”-(~‘o-~(‘o)‘~- ‘) .f,,, flo(X) E R,[X] gelten, also 
2. FALL. grad f =dlmq. 
Dann existiert ein f,(X) E R,[X] so, dalj g =f -f, . b, grad g< me q hat. 
Mit Fall 1 heibt das: f = C,“=, bp .fp. 
Bleibt noch die. Minimalitat der Basis { bklk = 1, . . . , m} zu zeigen. 
Ang.: Es existiert ein k. mit bk,= Ck+ko gkbk. 
Falls grad gjL q fur ein k,<jC m, 133 sich gj* bj darstellen als gj* bj = 
= CkZj gi.bk mit grad gisq- 1 fur kcm. 
Sei also 0.B.d.A. grad gksq- 1 fur k,ck<m und grad gk.bk<(kO+ l).q 
fur kck,. 
Sei zunachst ko< m. Da b, normiert und da grad b,,< mq sowie 
grad bkgk c mq fur k < m ist, folgt grad g,b, < grad b, also g,,, = 0. 
Sei 
A(k): = ---& (q.(m- l)-s(m- I)-q+k+s(k)). 
Dann gilt 
~“(kO).hko=gm-l’h,_l+ C nAck)gkhk. 
k#ko 
krm-2 
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Mit obigem Argument folgert man hieraus g, _ r = 0 und auf diese Weise nach 
endlich vielen Wiederholungen des Arguments: 
b,= ,Fk &bk- 
0 
Sei nun k0 5 m. Dann ist 
hko = c gk. nW) - UkJ . hk 
k<k,, 
wobei hkO normiert und 
A(k) - A(k*) = & (qk, - s(k,) - qk + s(k)) > 0 fur kc k,, 
also die rechte Seite der Gleichung ein Vielfaches von 7~ ist. 
Damit ist Lemma 2 bewiesen. 
Es ergibt sich nun mit Lemma 2. 
SATZ 2. Sei f(X) E I,, grad f = kq + r, 0 I r< q. Dann gilt: 
n- qk - s(k) 
f(X) = 7Y *y(X), f(X) E R, [X] mit a 1 
:I 
q-1 
0 
Widerspruch! 
lrkrm-1 
sonst 
BEWEIS. Ergibt sich sofort aus f = CBa, fNbp mit grad fpsq - 1 fur 
l<plrn-1. 
BEMERKUNG. (1) Eine weitere Basis von I,, hifit sich leicht mit Hilfe des 
Polynoms tr(X) =X4-X angeben. Sei dazu fur i E b.l tj+ , (X) = (tj(X))q - 
-n@-‘ti(X). Sei k= Ci,,, kiq’ die q-adische Entwicklung von kc N, 
’ = Cj>O niqi wie zu Beginn dieses Abschnittes. 
Dann bilden 
ek(~)=7C”-(qk-s(k)/q-1) n (ti+l(X))kf, lskrm-1 
iz0 
em (Xl = Jlo (ti + 1 (-Oni 
eine minimale Idealbasis. 
(2) Mit Hilfe von Satz 2 ergibt sich fur die Anzahl der polynomialen Abbil- 
dungen von R, in sich: 
m-1 
4.C C (n-W-s(Wq- 1))) 
[R,[X] :I,] =q ‘=’ 
2. ORTHONORMALBASEN IN C(B(0, 1)) 
Aus den Satzen des ersten Abschnittes ergibt sich eine Charakterisierung der 
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aus Polynomen gebildeten Orthonormalbasen des Vektorraumes C(B(0, 1)) der 
stetigen Abbildungen auf dem Einheitskreis. Grundlegend daftir ist: 
SAT-Z 3. Sei f(X) EK[X], grad f = d> 0. Dann gilt: 
11 !!a > Ikpsw/q- 1 
Ilf llg -
wobei Ilflls= sup lyI_cl 1 f(x)l, IIf& die Gaubnorm und neK eine Uniformi- 
sierende bezeichnen. 
BEWEIS. Sei 0.B.d.A. Ilfll,~~l, sei Ilflls=lnI”, n>O, sei m=m(n) wie oben 
und es gelte kq zs d-c (k + 1)q. 
Falls kz-m 
j @-s(k) L qm-s(m) >n 
q-1 q-l - 
und daher 
1 L l/f&r Ilfjs= IrcI”Llnlqk-S(k)‘q-r1 IIf&. Ircld-s(d)‘q-l. 
Sei also k < m. Sei j&Y) E R, [X] mit f =J mod p” =j?~ I,, und grad JI d. Sei 
n=fi mod p”. 
,J=pk7~-S(w?-~) .g. (Satz 2) 
j llfllgll~l”-(Qk-s(k)/4-1)= Inpww7-l) 
j 11 Ilfll, z Inpwq-l. 
II-f Ilg 
SATZ 4. Sei {ei}i,,, eine Folge von Polynomen in K[X] mit grad ej= i. Dann 
bildet {ej}+c genau dann eine Orthonormalbasis von C(B(0, l)), wenn 
IJeill,= 1, Ilejllg= 17rI-(i-s(i)‘q-1). 
BEWEIS. Sei zunachst lIeill,= 1, lIei&= InI- - ci ‘(‘)‘q-r). Urn die Orthogonalitat 
der ej zu zeigen, ist 
(*) (lalej, + -*- +anf?inlls= max Ilajei,lls= max lajl 
1 SJ’-c?l lrjan 
zu beweisen fur alle {i,, . . . . i,,) C N U (0)) oj EK. Falls die (oj I paarweise ver- 
schieden sind, ist (*) klar. Sei also lo, I = . . + = (o,( = I. 
Setze g: = orei, + . ..+o.,ei,, 0.B.d.A. sei i,,=maxl,jrn ij. 
a llglls = InI -(in-%)‘q- ‘) und grad g = i,,. 
Mit Satz 3 folgt: 
12 llglls2 InJ-(in-s(in)‘q-‘). llgllg= 1, also llgl]s= 1. 
Das zeigt die Orthogonalitat. 
Da jedes Polynom p(X) EK[X] sich darstellen 1aBt als p(X) = CiZO criei(X), 
ai~K mit IIP/Is=maxi20 /oil folgt die B e h auptung aus der Tatsache, da13 die 
Polynome dicht liegen in C(&O, 1)). 
Sei nun (bi}j,o~KIX] eine Orthonormalbasis von C(B(0, 1)). Wie das nach- 
folgende Beispiel zeigt, existiert eine Orthonormalbasis {ei}i?s mit grad e,= i, 
lIeill,= 1, IIf?iII,= IX/-(i-s(i)‘q-l). 
Dan existieren zu beliebigem n E N ot, . . . , a, E K mit 
en= jio Ojbj* l = lIenIls= II j& ajbjlls= ma /“j/9 
Orjcn 
da { bj >jzc Orthonormalbasis, also I/a,b,,ll,r 1. Weiter gilt: 
n-1 
II%bnlls= Ilk jzo ajbjllg= lIenIl,= I.I-(n-s(n)‘q-l) 
und daher wegen Satz 3: 
1 = //anbnlls= jonI, also /Ib,l(,= 1 und //b,/I,= ~xI-@-~@)‘~-*J. 
BEISPIELE. (1) Die Orthonormalbasen von Amice [l] and Mahler [3]. 
(2) Sei n~blU(O}, t&Y): =X, tn+l(X): =(tn(X))q-~q”-ltn(X). 
Fur N E (0) 3 i = CjZo Gqj (q-adische Entwicklung) setze 
ej(X) = n -(i-s(i)/q- 1) n fj(x). 
n20 
Dann bildet {ei>i>e eine Orthonormalbasis von C(B(0, l)), die nicht dem 
Satz von Amice entspricht. 
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